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Exercice 1 (3.5 points) |

Soit @ un nombre complexe non nul.
I- On considere dans ’ensemble des nombres complexes C 1'équation d’inconnue z :

E, : 22—iav3:—a?2=0

@ (@) Vérifier que le discriminant de E, est A = o, (0, 25pt)
@ Résoudre dans C I'équation E,,. (0, 5pt)
@ Sachant que o = |a|e? (a € R), mettre les deux racines de 1'équation E, sous la forme
exponentielle. (0, 5pt)

IT- On suppose que le plan complexe est rapporté a un repere orthonormé direct (O; 7; 7)

14143 —1+iv3
On considere les points 2, M; et M, d’affixes respectivement «, z; = +T“/_a et 2o = %\/_a
et soit R la rotation de centre O et d’angle g
@ (@) Montrer que R(Q2) = M, et que R (M) = M. (0, 5pt)
@ En déduire que les deux triangles OQQM; et OM; M, sont équilatéraux. (0,25pt)
@ (@) Vérifier que : 2, — 2 = a. (0, 25pt)
(b) Montrer que Les deux droites (Q2Ms) et (OM;) sont orthogonales. (0, 5pt)
@ En déduire que OQ2M; M, est un losange. (0,25pt)
_ _ if

@ Montrer que pour tout réel 6, le nombre : 7 = 2oL 2 lof e est un réel. (0, 5pt)

zn—a oz —|ale?

Exercice 2 (3 points)

Une urne contient n boules numérotées de 1 a n (n € N*, n > 3). On retire, sans remise, l'une apres
I’autre toutes les boules de cette urne. Toutes les boules sont indiscernables au toucher.

@ Quelle est la probabilité pour que les boules 1, 2 et 3 sortent consécutivement et dans cet
ordre? (1pt)

@ Calculer la probabilité que les boules 1, 2 et 3 sortent dans cet ordre (consécutivement ou
pas) ? (1pt)

@ On considere la variable aléatoire X,, égale au nombre de tirages nécessaire pour obtenir les
boules 1, 2 et 3.

Déterminer la loi de probabilité de X,. (1pt)

Exercice 3 (3.5 points)

On considere 'espace vectoriel de dimension 2 noté (Va, +, .).

- - 1= 1- 1=
Soit (7, 7) une base de V. On pose : & = 5@ + 5]’ ot o3 = 5@ — 5‘7
Soit * la loi de composition interne définie sur V5 par :
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V(z,y,2',y) € R <x5+ y]) * (x’f+ y’y) = (z2’ + yy’)?+ (xy' +yz') g

@ (@) Montrer que (€1, é)
%
@ Vérifier que : ] % 6] = €1; s x5 —cs et e x e = es v ef = 0. (0.25pt)

(¢) Montrer que :

est une base de V5. (0.25pt)

VX, XY, Y)eR (Xe; +Ye3)x (X'et +Y'es) = XX'el +YY'es.  (0.25pt)
@ (a) Montrer que la loi * est commutative. (0.25pt)
(b) Montrer que la loi * est associative. (0.25pt)
(¢) Montrer que la loi * admet un élément neutre. (0.25pt)
(@) Montrer que (Va, +,%) est un anneau commutatif unitaire. (0.25pt)
@ Soit © € V, — {6} On note : Ez = {\d/\ € R}
(@) Montrer que (Eg, +) est un sous-groupe du groupe (Vz, +). (0.25pt)
(b) Montrer que (E,,+,.) est un sous-espace vectoriel de I'espace (V, +, .). (0.25pt)
(¢) Montrer que : Ej; stable pour * < la famille (@ * @, ) est lice. (0.5pt)
@ On suppose que : (o € R*)  : Uxd=au
On considere 'application ¢ : R* — Fjz
v =i
a
(@) Montrer que ¢ est un isomorphisme de (R*, x) vers (Eg, *). (0.5pt)
(b) En déduire que (Egz,+, ) est un corps commutatif. (0.25pt)
Exercice 4 (10 points)
PARTIE I :
On considere la fonction g définie sur |—1; +oo[ par : g (z) =1+ 22 — 2z (1 + ) In (1 + z)
(1) (@) Montrer que : lim g(r) =2 (0.25pt)
z——1+
(b) Montrer que : lirf g(x) = —o0 (0.5pt)
T—+00
@ Montrer que g est dérivable sur I et que (Vo € I) ¢'(x) = —2(1+ 2z)In(1 + ) (0.5pt)
@ On donne le tableau de variations de g :
1
x —1 ——= 0 +00
2
g () - 0 + 0 -
2 \ / 1
g(x) 5 In2 \
4 2 —00
@ Montrer qu’il existe un réel strictement positif a unique tel que : g(a) = 0. (0.5pt)
(b) Vérifier que : v < 1 (On prendra : In2 ~ 0.7) (0.25pt)

() En déduire que : (Vz € |=1;af) 0<g(x)et que: (Vo € Ja;+oo[) g(x) <0 (0.5pt)




Partie 1T :
In(1 + ) )

On considere la fonction f définie sur I =] — 1; +oo[ par : f(z) = Tz
——
Soit (C') sa courbe représentative dans un repere orthonormé (O; i, j )
. @ Calculer hnh f(z) puis interpréter graphiquement le résultat obtenu. (0.5pt)
T——
@ Calculer lirf f(z) puis interpréter graphiquement le résultat obtenu. (0.5pt)
T—r+00

. (@) Montrer que f est dérivable sur I et que (Vo € I) f'(z) = (0.75pt)

g(x)
(14 2) (1 +22)°
() Donner le sens de variation de f sur [ (0.5pt)

1

(o) Vérifier que : f(a) = o+ a) etque: (Vzel) f(r)< a(lta) (0.75pt)
. (@) Donner I'équation de la tangente (T') & (C') au point d’abscisse 0. (0.25pt)
() Montrer que : (Vo >0) In(l+z)<ux (0.5pt)
() En déduire que : (Vo >0) f(z) <z (0.25pt)
@ Représenter graphiquement (7)) et (C') (On prendra : o = 0.8 et [|i]] = |J]| = 2em). (1pt)

1
Partie III : On pose J = / f(x)dx
0

1—

. @ En utilisant le changement de variable : ¢ = H—x, montrer que : J = %1n2 (1pt)

x
(b) Déterminer, en em?, l'aire du domaine plan limité par la courbe (C), la tangente. (T'), la
droite d’équation x = 0 et la droite d’équation z = 1 (0.5pt)
! arctan(z)
. En utilisant la méthode d’intégration par parties, calculer : K = / Tda; (1pt)
0 x
FIN
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